Uniform bound for strong mixing coefficient and maximum of residual
  empirical process of ARCH sequence by Sorokin, Alexey
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àâíîìåðíàÿ îöåíêà êîýèöèåíòà ñèëüíîãî
ïåðåìåøèâàíèÿ è ìàêñèìóìà îñòàòî÷íîãî
ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà â ARCH(p) ìîäåëè.
À. À. Ñîðîêèí
1 Ââåäåíèå.
Íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèì
ìîäåëÿì áûëî ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Îíè
òàêæå íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå. Áàçîâîé äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà
ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ARCH(p) ìîäåëü, ïðåäëîæåííàÿ
îáåðòîì Ýíãëåì (Robert F. Engle) â 1982 ãîäó â ðàáîòå [6℄.
Îïðåäåëåíèå 1 ARCH(p) ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåãî
óðàâíåíèÿ:
yt = σt(a)εt, σ
2
t (a) = a0 + a1y
2
t−1 + . . .+ apy
2
t−p, t ∈ Z, (1.1)
ãäå {yt}-íàáëþäåíèÿ (çà ëîãàðèìè÷åñêèìè ïðèðàùåíèÿìè öåíû íåêîòîðîãî
àêòèâà), a := (a0, a1, . . . , ap)
∗
- âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (∗ - çíàê
òðàíñïîíèðîâàíèÿ), a0 > 0, a1 ≥ 0, . . . , ap ≥ 0, σt(a) - óíêöèÿ âîëàòèëüíîñòè,
{εt} - í.î.ð.ñ.â. ñ íåèçâåñòíîé óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(x).
Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ARCH(p) ìîäåëè áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî åå
èçìåíåíèé è îáîáùåíèé. Ìû óïîìÿíåì òîëüêî íàèáîëåå ÷àñòî öèòèðóåìóþ è
óïîòðåáëÿåìóþ íà ïðàêòèêå GARCH(p, q) ìîäåëü (ñì. [3℄).
Îäíîé èç ñàìûõ èíòåðåñíûõ è âàæíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ARCH(p)
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ a. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè òèïàìè
îöåíîê ÿâëÿþòñÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì., íàïðèìåð, îáçîð
[19℄) è îöåíêè êâàçè-ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. [12℄, [16℄, [20℄).
Â ðàáîòàõ [1℄, [2℄, [17℄, [18℄, [22℄, ïðåäëàãàëñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
îöåíîê è òåñòîâ äëÿ (G)ARCH ìîäåëè, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè îñòàòî÷íîãî
ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà. Îí äàåò âîçìîæíîñòü åäèíûì ñïîñîáîì äîêàçàòü
àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ îöåíîê, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîå
ðàçëîæåíèå îñòàòî÷íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà. Òàêîé ìåòîä òàêæå õîðîøî
èçâåñòåí äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé (ñì., íàïðèìåð, [11℄, [10℄).
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ îñòàòî÷íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà
è îðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü (1.1) ñ
íåèçâåñòíîé G(x) íå ÿâëÿåòñÿ èäåíòèèöèðóåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíà âèäà
ε′t = εt/γ, a
′
0 = a0γ
2, . . . , a′p = apγ
2
ñ γ > 0 ïðèâîäèò ê òîìó æå ïðîöåññó
1
{y′t ≡ yt}. Ìû ïîëîæèì a0 = 1, òåì ñàìûì ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî íàáëþäàåìûé
ïðîöåññ {yt} ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ìîäåëè (1.1) ñ a0 = 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ñäåëàòü îïèñàííóþ çàìåíó ñ γ := (a0)
−1/2
. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì ìû
ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü
yt = σt(a)εt, σ
2
t (a) = 1 + a1y
2
t−1 + . . .+ apy
2
t−p, t ∈ Z, (1.2)
Ìû áóäåì îïóñêàòü a0 â çàïèñè a è îáîçíà÷àòü a := (a1, . . . , ap)
∗
. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî G(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ñ ïëîòíîñòüþ g(x).
Ïóñòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
Óñëîâèå 1.1
Eε1 = 0, Eε
2
1 <∞, Eε21(a1 + . . .+ ap) < 1, g(x) > 0.
Òîãäà (ñì. [5, ñòð. 106-107℄), óðàâíåíèå (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ñòðîãî
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, îáîçíà÷àåìîå â äàëüíåéøåì {yat } èëè ïðîñòî {yt}. Áóäåì
òàêæå ïîëàãàòü Yat = (y
a
t , . . . , y
a
t−p+1)
∗
.
Ñîãëàøåíèå 1 Îáû÷íî äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ìû áóäåì îïóñêàòü âåðõíèé
èíäåêñ a ó âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò {yat }. Íàïðèìåð, áóäåì ïîëàãàòü yt =
yat , Yt = Y
a
t , . . ..
Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Eε21 ≥ βa äëÿ
íåêîòîðîãî çàðàíåå èçâåñòíîãî βa > 0 (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
äîêàçàíû è áåç òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ). Ïóñòü ‖ · ‖1 è ‖ · ‖ îáîçíà÷àþò
ñîîòâåòñòâåííî L1 è L2 íîðìû. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 1.1, î÷åâèäíî, èìååì ‖a‖1 <
β−1a . Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ a èìååò âèä
Θ := {a ∈ Rp : a1 ≥ 0, . . . ap ≥ 0, ‖a‖1 ≤ β−1a }.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ îñòàòî÷íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà äëÿ ìîäåëè
(1.2). Ïîëîæèì äëÿ θ ∈ Θ, U ∈ Rp, t = 1, . . . , n
s(θ,U) := 1 + θ1U
2
1 + . . .+ θpU
2
p , σ
2
t (θ) := s(θ,Yt−1).
Îïðåäåëèì îñòàòêè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2) ñîîòíîøåíèåì εt(θ) := ytσ
−1
t (θ), θ ∈ Θ.
Ïîëîæèì
Gn(x, θ) := n
−1
n∑
t=1
I{εt(θ) ≤ x},
ãäå I{·} - èíäèêàòîð ñîáûòèÿ. Ôóíêöèÿ Gn(x, θ) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé
ýìïèðè÷åñêîé .ð. Ïóñòü ϕ(U, θ) := (ϕ1(U, θ), . . . , ϕp(U, θ))
∗− íåêîòîðàÿ
óíêöèÿ, ϕ : Rp ×Θ→ Rp.
Îïðåäåëåíèå 2 Îñòàòî÷íûé ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ Wn(x, θ) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè
Wn(x, θ) := (Wn,1(x, θ), . . . ,Wn,p(x, θ))
∗,
Wn,j(x, θ) := n
−1/2
∑
ϕj(Yt−1, θ)[I{εt(θ) ≤ x} −Gn(x, θ)], j = 1, . . . , p,
ãäå n ∈ N, x ∈ R, θ ∈ Θ.
2
Ñîãëàøåíèå 2 Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò
ñ R, ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî t îò 1 äî n, è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè n→∞, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî îáðàòíîå.
Â ðàáîòàõ [1℄, [22℄, [17℄, [18℄ ðàññìàòðèâàëèñü äâà òèïà îöåíîê - îöåíêè
ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è Generalized M îöåíêè. Íàïîìíèì èõ îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ .ð. F (x). Òîãäà ðåøåíèå
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
Kn(θ) :=
∫
‖Wn(x, θ)‖dF (x)→ min
θ∈Θ
íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ (â äàëüíåéøåì MD).
Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü èêñèðîâàíà óíêöèÿ ψ(x). Òîãäà ðåøåíèå
(âåêòîðíîãî) óðàâíåíèÿ
ln(θ) :=
∑
ϕ(Yt−1, θ)ψ(ε
n
t (θ))−
∑
ϕ(Yt−1, θ)ψn(θ) = 0,
ãäå ψn(θ) := n
−1
∑
ψ(εnt (θ)), íàçûâàåòñÿ Generalized M îöåíêîé (â äàëüíåéøåì
GM).
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî öåëåâûå óíêöèîíàëû (ëåâûå ÷àñòè) äëÿ îáîèõ
òèïîâ îöåíîê ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê óíêöèè îò î.ý.ï. Äëÿ MD îöåíêè ýòî
î÷åâèäíî, à â ñëó÷àå GM èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ln(θ) = −
∫
Wn(x, θ)dψ(x).
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè îöåíîê ìîæåò
áûòü ïðèìåíåíà òåõíèêà, îñíîâàííàÿ íà ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé
ëèíåéíîñòè î.ý.ï. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïîëîæèì äëÿ U ∈ Rp,
θ ∈ Θ, k = 1, . . . , p
ek(U, θ) := U
2
ks(θ,U)
−1, e0(U, θ) := (e01(U, θ), . . . , e
0
p(U, θ))
∗,
e0ak (U, θ) := ek(U, θ)−Eek(Ya0 , θ), e0a(U, θ) := (e0a1 (U, θ), . . . , e0ap (U, θ))∗,
ϕ0ak (U, θ) := ϕk(U, θ)− Eϕk(Ya0 , θ), ϕ0a(U, θ) := (ϕ0a1 (U, θ), . . . , ϕ0ap (U, θ))∗,
Sϕ,e(a) := Eϕ
0a(Ya0 , a)[e
0a(Ya0 , a)]
∗, Sϕ,ϕ(a) := Eϕ
0a(Ya0 , a)[ϕ
0a(Ya0 , a)]
∗,
W˜n(x, θ) := Wn(x, a) + (1/2)n
1/2xg(x)Sϕ,e(a)(θ − a).
Îïðåäåëåíèå 5 (Ñì. [11℄, ëàâà 5.) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ î.ý.ï.
âûïîëíåíî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíåéíîñòè (Asymptoti
Uniform Linearity, AUL), åñëè äëÿ ëþáîãî B <∞
sup
‖s‖≤B
‖W˜n(x, a+ n−1/2s)−Wn(x, a+ n−1/2s)‖ = op(1).
3
Êàê ïîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòàõ [11℄, [10℄, èç AUL ëåãêî ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ
íîðìàëüíîñòü äëÿ øèðîêîãî êëàññà îöåíîê â ëèíåéíûõ ïî ε ìîäåëÿõ,
îñíîâàííûõ íà î.ý.ï. (íàïðèìåð äëÿ MD), â ïðåäïîëîæåíèè èõ n1/2-
ñîñòîÿòåëüíîñòè. Äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé n1/2-ñîñòîÿòåëüíîñòü àâòîìàòè÷åñêè
èìååò ìåñòî, òàê êàê î.ý.ï. ìîíîòîííî çàâèñèò îò θ (ñì. äåòàëè â [11℄).
Â ñëó÷àå ARCH(p) ìîäåëè ýòî íå òàê. Äëÿ åå óñòàíîâëåíèÿ â ðàáîòå
[17℄ áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ìåòîä. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðàâíîìåðíî âíå
n−1/2-îêðåñòíîñòè a î.ý.ï. ïðèíèìàåò "áîëüøèå" çíà÷åíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ
èñïîëüçîâàëîñü ñïåöèàëüíîå ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ î.ý.ï. Ââåäåì åùå
îäíî îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèì äëÿ θ ∈ Θ, a ∈ Θ
ba(x, θ) := Eϕ(Ya0, θ)I{εa1(θ) ≤ x} − Eϕ(Ya0 , θ)P (εa1(θ) ≤ x).
Îïðåäåëåíèå 6 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî î.ý.ï. îãðàíè÷åí ïî âåðîÿòíîñòè ñ
òî÷íîñòüþ äî ‖θ − a‖, åñëè äëÿ ëþáûõ ρ > 0, k = 1, . . . , p
sup
θ∈Θ
(Wn,k(x, θ)− n1/2bak(x, θ)± n1/2ρ‖θ − a‖)∓ = Op(1). (1.3)
Â ðàáîòå [17℄ àíàëîã (1.3) óñòàíàâëèâàëñÿ äëÿ î.ý.ï. â ARCH(1) ìîäåëè.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ
n1/2-ñîñòîÿòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâåííî MD è GM îöåíêè, â ïðåäïîëîæåíèè
ñïðàâåäëèâîñòè (1.3).
Óñëîâèå 1.2 Äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0 è ëþáûõ a ∈ Θδ, θ ∈ Θ∫
‖ba(x, θ)‖2dF (x) ≥ δ0||θ − a||2.
Óñëîâèå 1.3 Äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0 è ëþáûõ a ∈ Θδ, θ ∈ Θ∥∥∥∥
∫
ba(x, θ)dψ(x)
∥∥∥∥ ≥ δ0||θ − a||.
Êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå AUL, òàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå îãðàíè÷åííîñòè ïî
âåðîÿòíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ‖θ−a‖ î.ý.ï., âàæíóþ ðîëü èãðàåò îöåíêà ñêîðîñòè
óáûâàíèÿ çàâèñèìîñòè ïðîöåññà {yat }. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ýðãîäè÷íîñòè (ñì., íàïðèìåð, ñì. [11℄, [10℄, [1℄). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãà
(1.3) íåîáõîäèìî áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå. Â ðàáîòå [17℄ (ñì. [17, Corollary
5.1℄) áûë èñïîëüçîâàí òîò àêò, ÷òî êîýèöèåíò ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ
ïðîöåññà {yat } óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî. Åãî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ
ARCH(p) ìîäåëè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5℄.
åîìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà êîýèöèåíòà ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ òàêæå áûëà
îáîáùåíà íåñêîëüêèìè àâòîðàìè íà GARCH(p, q) ìîäåëü. Ñîîòâåòñòâóþùèé
àêò ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4℄ (íà ðàíöóçñêîì) è [21℄, [20℄. Â
äâóõ ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà îöåíêå êîýèöèåíòà
ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïðîöåññà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì òàê íàçûâàåìîãî
Linear Polynomial Stohasti Reurrene Equation (SRE). Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïîñëåäíåå èìååò âèä
Yt = Pt(εt)Yt−1 +Qt(εt),
4
ãäå Pt(x), Qt(x) - ìàòðèöû, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò
x. Îáùèé ðåçóëüòàò îá îöåíêå êîýèöèåíòà ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ äëÿ SRE
ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [14℄ (íà ðàíöóçñêîì) è, â íåìíîãî èçìåíåííîì âèäå, îí
öèòèðóåòñÿ â [21℄ (Òåîðåìà 4.5).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ äâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòà. Ïåðâîé èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî âûøå óòâåðæäåíèÿ ïðî êîýèöèåíò
ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Âòîðîé óñòàíàâëèâàåò îöåíêó äëÿ ìàêñèìóìà
îñòàòî÷íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà îáùåãî âèäà. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì
ñõåìó íàáëþäåíèé, äëÿ êîòîðîé áóäóò îðìóëèðîâàòüñÿ íàøè ðåçóëüòàòû.
Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü èêñèðîâàíû íåêîòîðûå b ∈ Θ è δ > 0, äëÿ êîòîðûõ
Eε21(||b||1+ δ) < 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n ≥ 1 âûáîðêà ñîñòîèò èç âåëè÷èí
yn1−p, . . . , y
n
0 , y
n
1 , . . . , y
n
n, ÿâëÿþùèõñÿ âûáîðêîé èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (1.2)
ñ ïàðàìåòðîì
an ∈ Θδ := {a ∈ Rp : ‖a− b‖1 ≤ δ} ∩Θ, (1.4)
çàâèñÿùèì îò n è ïðèíàäëåæàùèì Θδ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü î
(1.4) êàê î ñõåìå íàáëþäåíèé ñ çàâèñÿùèì îò n ïàðàìåòðîì.
×òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà îò n, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü {ynt }
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) ñ a = an. Òåì ñàìûì y
an
t = y
n
t . Áóäåì òàêæå äëÿ
t = 1, . . . , n ïîëàãàòü
Ynt = Y
an
t , σ
2
tn(θ) := s(θ,Y
n
t−1),
εnt (θ) := y
n
t /σtn(θ), Gn(x, θ) := n
−1
∑
I{εnt (θ) ≤ x}.
è îïðåäåëÿòü êîìïîíåíòû î.ý.ï. êàê
Wn,j(x, θ) := n
−1/2
∑
ϕj(Y
n
t−1, θ)[I{εnt (θ) ≤ x} −Gn(x, θ)], j = 1, . . . , p.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ AUL â òàêîé ñõåìå íàáëþäåíèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðàâíîìåðíóþ ïî a ∈ Θδ îöåíêó êîýèöèåíòà ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ {yat }.
Ê ñîæàëåíèþ, èç ðåçóëüòàòîâ [14℄, [21℄ ýòîò àêò ïðÿìî íå ñëåäóåò. Ïîýòîìó
ìû ïðèâîäèì ñâîå äîêàçàòåëüñòâî íóæíîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîå íåçàâèñèìî.
Ýòî óòâåðæäåíèå (ñëåäñòâèå 3.3) ñîñòàâëÿåò ïåðâûé èç íàøèõ ðåçóëüòàòîâ.
Âòîðîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 3.3) åñòü îöåíêà ìàêñèìóìà îñòàòî÷íîãî
ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà îáùåãî âèäà, ïîñòðîåííîãî ïî ïðîöåññó (íåëèíåéíîé)
àâòîðåãðåññèè, îáëàäàþùåãî äîñòàòî÷íî áûñòðûì ñèëüíûì ïåðåìåøèâàíèåì.
Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ïðîâåðåíî, ÷òî îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ ARCH(p)
ìîäåëè (ñëåäñòâèå 2.1). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû â ëèòåðàòóðå ïî
ãåòåðîñêåäàñòè÷åñêèì ìîäåëÿì íàì íåèçâåñòíû.
Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íàìè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ìû óñòàíàâëèâàåì ðîáàñòíîñòü GM è MD
îöåíîê ïðîòèâ ãðóáûõ çàñîðåíèé (òåì ñàìûì îáîáùàÿ òåîðåìó 2.2 èç [17℄). Ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî, óñòàíàâëèâàåìîå ñëåäñòâèåì 3.3.
Ñõåìà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2
äîêàçûâàþòñÿ îöåíêà ìàêñèìóìà äëÿ î.ý.ï. â ARCH(p) ìîäåëè (ïàðàãðà 2.1)
è ðîáàñòíîñòü MD è GM îöåíîê (ïàðàãðà 2.2). Â ðàçäåëå 3 äîêàçûâàþòñÿ
ðåçóëüòàòû îá îöåíêå êîýèöèåíòà ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ äëÿ ARCH(p)
ìîäåëè (ïàðàãðà 3.1) è ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ î.ý.ï. îáùåãî âèäà
(ïàðàãðà 3.2).
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2 îáàñòíîñòü MD è GM îöåíîê.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ, ââåäåì íåîáõîäèìûå
òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ:
Óñëîâèå 2.1
g(x) > 0, lim
|x|→∞
xg(x) = 0, sup
x
(1 + x2)|g′(x)| <∞,
∫
|g′(x)x|dx <∞.
Óñëîâèå 2.2 Ñóùåñòâóþò óíêöèè Φ(·), M(·), à òàêæå êîíñòàíòà β0 > 0,
äëÿ êîòîðûõ
i) Äëÿ U ∈ Rp, θ ∈ Θ |ϕj(U, θ)| ≤ Φ(U), θ ∈ Θ, è
sup
a∈Θδ
EΦ4+β0(Ya0) <∞.
ii) Äëÿ θ ∈ Θδ, j = 1, . . . , p è ï.â. U ∈ Rp ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïî θ
dj,k(U, θ) :=
∂ϕj(U,θ)
∂θk
, ïðè÷åì
‖dj,k(U, θ)‖ ≤ M(U), sup
a∈Θδ
EM2+β0(Ya0) <∞.
Íàì òàêæå äîïîëíèòåëüíî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå:
Óñëîâèå 2.3 Äëÿ íåêîòîðîãî β0 > 0 E|ε1|8+β0 <∞.
Óñëîâèÿ 2.1 - 2.3 ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêèìè è, âåðîÿòíî, ìîãóò áûòü îñëàáëåíû.
2.1 Îöåíêà ìàêñèìóìà î.ý.ï. äëÿ ARCH(p) ìîäåëè.
Â äàííîì ïàðàãðàå ìû óñòàíîâèì ìàêñèìàëüíîå íåðàâåíñòâî äëÿ Wn(x, θ). Ñ
ýòîé öåëüþ áóäåò ïðèìåíåíà òåîðåìà 3.3 íàñòîÿùåé ðàáîòû.
Ñîãëàøåíèå 3 Áóäåì îáîçíà÷àòü Oap(1) (ñîîòâåòñòâåííî o
a
p(1)) ñåìåéñòâî
ñ.â. {ηan} , äëÿ êîòîðîãî lim
C→∞
sup
a∈Θδ,n
P (|ηan| ≥ C) = 0 (ñîîòâåòñòâåííî
lim
n→∞
sup
a∈Θδ
P (|ηan| ≥ δ) = 0).
Ñëåäñòâèå 2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.1, 2.1 - 2.3. Òîãäà äëÿ k = 1, . . . , p
è ëþáîãî ρ > 0
sup
x∈R,θ∈Θ
(Wn,k(x, θ)− n1/2[bank (x, θ)± ρ‖θ − an‖])± = Oap(1), (2.5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì la(x, θ,U) := xs(θ,U)1/2s(a,U)−1/2, òàêèì îáðàçîì
I{εat (θ) ≤ x} ≡ I{εt ≤ la(x, θ,Yat−1)}. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
2−1xg(x)ek(U, a) =
∂G(la(x, θ,U))
∂θk
∣∣∣∣
θ=a
.
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Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ïðè k = 1, . . . , p ϕnk,t(θ) := ϕk(θ,Y
a
t−1), v
a
t (x, θ) :=
I{εat (θ) ≤ x}, â òàêîì ñëó÷àå äëÿ k = 1, . . . , p
bak(x, θ) = [Eϕ
n
k,1(θ)v
n
1 (x, θ)− Eϕnk,1(θ)Evn1 (x, θ)].
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.5) ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ k = 1, . . . , p âûïîëíåíû óñëîâèÿ
òåîðåìû 3.3 ñ
q = p, β = β0/2, z = θ − a, τ = a, z0 = 0,
λτ (z,U) = ϕk(θ,U), ∆
τ (x, z,U) = la(x, θ,U).
Óñëîâèå i) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó îïðåäåëåíèÿ la(x, θ,U).
Ñëåäñòâèå 3.3 âëå÷åò çà ñîáîé ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ iv). Ïðîâåðèì óñëîâèå
ii). Ïîëîæèì gR := sup
v∈R
|vg(v)|. Äëÿ k = 1, . . . , p
|dak(x, τ(θ),U)| =
∣∣∣∣ ∂∂θkG
(
xs1/2(θ,U)
s1/2(a,U)
)∣∣∣∣ = |x|U2kg(la(x, θ,U))2s1/2(θ,U)s1/2(a,U) ≤
≤ gR(|x|U2k )[2la(x, θ,U)s1/2(θ,U)s1/2(a,U)]−1 = gRU2k [2s(θ,U)]−1. (2.6)
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíîé 2−1gRU
2
k . Â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ (3.19) è óñëîâèÿ 2.3 sup
a∈Θδ
|ya0 |8+β0 <∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâàÿ ÷àñòü
óñëîâèÿ ii) âûïîëíåíà.
Ïðîâåðêà âòîðîé ÷àñòè óñëîâèÿ ii) òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíà. Ñíà÷àëà
çàìåòèì, ÷òî
dak(x1, τ(θ
1),U)− dak(x2, τ(θ2),U) =
= U2ks
−1/2(a,U)
[
x1g(l
a(x1, θ
1,U))s−1/2(θ1,U)−
−x2g(la(x2, θ2,U))s−1/2(θ2,U)
]
.
Ïîëîæèì M(x0) := {(x1, x2) : |x1,2| ≤ x0}, Ma(α) := {(x1, x2, θ1, θ2) : |G(x1) −
G(x2)| ≤ α, ‖θ1,2 − a‖ ≤ α}. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ii) â ñèëó
òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
íåêîòîðûõ C <∞ è α > 0 äëÿ ëþáûõ U ∈ Rp è n âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
sup
Ma(α)
|dak(x1, τ(θ1),U)− dak(x2, τ(θ2),U)| ≤ CU2k [s(a,U)]−1, (2.7)
à ïðè ïðîèçâîëüíîì èêñèðîâàííîì U ∈ Rp è α→ 0
sup
Ma(α)
|dak(x1, τ(θ1),U)− dak(x2, τ(θ2),U)| → 0 (2.8)
ðàâíîìåðíî ïî n. Ñîîòíîøåíèå (2.7) åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå (2.6). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà (2.8) çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî U ∈ Rp ïðè α→
0 ðàâíîìåðíî ïî a ∈ Θδ è Ma(α) ∩M(x0) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ:
[x1 − x2]→ 0, [s(θ1,U)− s(θ2,U)]→ 0,
[la(x, θ1,U)− la(x, θ2,U)]→ 0,
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à, ñëåäîâàòåëüíî, è [dak(x1, τ(θ
1),U) − dak(x2, τ(θ2),U)] → 0. Êðîìå òîãî, äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî α > 0 è èêñèðîâàííîãî U ∈ Rp èç óñëîâèÿ 2.1 ñëåäóåò,
÷òî ðàâíîìåðíî ïî a ∈ Θδ
sup
|x|≥x0,‖θ−a‖≤α
|x|g(la(x, θ,U))s−1/2(θ,U)→ 0
ïðè x0 → +∞. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ è (2.6) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
âòîðîé ÷àñòè óñëîâèÿ ii) òåîðåìû 3.3. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ iii) ïðîâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî, ýòî ðàññóæäåíèå ìû îïóñêàåì. 
2.2 îáàñòíîñòü îöåíêè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è GM-
îöåíêè.
Íàðÿäó ñ àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòüþ, âàæíûì ñâîéñòâîì îöåíêè ÿâëÿåòñÿ
ðîáàñòíîñòü ïðîòèâ îòêëîíåíèé îò ìîäåëè. Ìû èññëåäóåì ïîâåäåíèå MD è
GM îöåíîê â ñõåìå çàñîðåíèÿ îäèíî÷íûìè ãðóáûìè âûáðîñàìè. Íàïîìíèì åå
îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {zγnt , t = 1, . . . , n} - íåçàâèñèìûå áåðíóëëèåâñêèå âåëè÷èíû
ñ ïàðàìåòðîì γ (ò.å. P (zγnt = 0) = 1−γ, P (zγnt = 1) = γ), {ξnt } - í.î.ð. ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñ óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ µξ èç íåêîòîðîãî èêñèðîâàííîãî êëàññà
Mξ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zγnt }, {ξnt }, {ynt } íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé. Ïóñòü
íàáëþäàþòñÿ âåëè÷èíû
yγnt = y
n
t + z
γn
t ξ
n
t , t = 1− p, . . . , 0, 1, . . . , n. (2.9)
Â (2.9) âåëè÷èíû {ξnt , t = 1, . . . , n} èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ãðóáûå âûáðîñû, è
îïèñàííàÿ ñõåìà åñòü ñõåìà çàñîðåíèÿ äàííûõ îäèíî÷íûìè ãðóáûìè âûáðîñàìè.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âûáîðêè, íå ñîäåðæàùåé çàñîðåíèé, îáîçíà÷èì
Y
γn
t−1 := (y
γn
t−1, . . . , y
γn
t−p)
∗, εγnt (θ) := y
γn
t /s(θ,Y
γn
t−1), t = 1, . . . , n,
Gγn(x, θ) := n
−1
∑
I{εγnt (θ) ≤ x},
W γn,k(x, θ) := n
−1/2
∑
ϕk(Y
γn
t−1, θ)[I{εγnt (θ) ≤ x} −Gγn(x, θ)].
Òàê æå, êàê è ðàíåå, îöåíêè aˆ
γ
n,MD è aˆ
γ
n,GM îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷
ñîîòâåòñòâåííî
Kγn(θ) :=
∫
‖Wγn(x, θ)‖2dF (x)→ min
θ∈Θ
,
è
lγn(θ) :=
∑
ϕ(Yγnt−1, θ)ψ(ε
γn
t (θ))− n−1
∑
ϕ(Yγnt−1, θ)
∑
ψ(εγnt (θ)) = 0.
Îäíîé èç ïðîñòåéøèõ õàðàêòåðèñòèê ðîáàñòíîñòè îöåíîê ÿâëÿåòñÿ èõ
óíêöèîíàë âëèÿíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [8℄, [13℄ äëÿ îïðåäåëåíèé, à òàêæå [1℄,
[22℄, ãäå ðàññ÷èòûâàåòñÿ óíêöèîíàë âëèÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ARCH(1)
è GARCH(1, 1) ìîäåëåé). Ñíà÷àëà íàïîìíèì åãî îïðåäåëåíèå äëÿ îöåíêè
ïàðàìåòðà â ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè. Ïóñòü {aˆn, n ≥ 1} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îöåíîê ïàðàìåòðà a, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå ñ óðîâíåì çàñîðåíèÿ γ (ñëó÷àé
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γ = 0 ñîîòâåòñòâóåò âûáîðêå áåç çàñîðåíèé). Ïóñòü äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî
ìàëîãî γ > 0 ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
aˆn
P−→ aγ(µξ)
äëÿ íåêîòîðîãî íåñëó÷àéíîãî aγ(µξ). Òîãäà óíêöèîíàëîì âëèÿíèÿ îöåíêè aˆn
íàçûâàåòñÿ âåêòîð
IF(aγ(µξ), µξ) := lim
γ→0+
aγ(µξ)− a
γ
â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îïðåäåëåíà. Ôóíêöèîíàë âëèÿíèÿ IF(aγ(µξ), µξ)
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ (aγ(µξ)−
a) ïî γ,
aγ(µξ)− a = IF(aγ(µξ), µξ)γ + o(γ).
Îöåíêà aˆn íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíîé â òîì ñëó÷àå, åñëè IF(a
γ(µξ), µξ) îïðåäåëåí íà
Mξ, è âåëè÷èíà
GES(Mξ, aˆn) := sup
µξ∈Mξ
‖IF(aγ(µξ), µξ)‖,
íàçûâàåìàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê áîëüøèì îøèáêàì, êîíå÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå
ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ (aγ(µξ) − a) ðàâíîìåðíî ìàë ïðè
âñåõ âîçìîæíûõ çàñîðåíèÿõ.
Òàêîé ïîäõîä óäîáåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ îöåíîê, ïîëó÷àåìûõ êàê ðåøåíèå
îïðåäåëåííîãî óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð GM-îöåíîê, òàê êàê óíêöèîíàë âëèÿíèÿ
äëÿ íèõ íåñëîæíî íàõîäèòñÿ (ñì. [1℄). Äëÿ MD îöåíêè ýòî ñäåëàòü ñëîæíåå.
Ïîýòîìó ìû ïðåäëàãàåì äðóãóþ õàðàêòåðèçàöèþ. Äëÿ îáùíîñòè èçëîæåíèÿ
ðåçóëüòàò îðìóëèðóåòñÿ òàêæå è äëÿ GM îöåíêè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû [17, Òåîðåìà 2.2℄ íà ARCH(p) ìîäåëü, èìåþùèì
ìåñòî äëÿ ñõåìû íàáëþäåíèé ñ çàâèñÿùèì îò n ïàðàìåòðîì.
Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.1, 2.1 - 2.3, à òàêæå ñõåìà
íàáëþäåíèé (1.4). Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî óíêöèÿ ϕ îãðàíè÷åíà
sup
U∈Rp,θ∈Θ
‖ϕ(U, θ)‖ = L <∞
è èìåþò ìåñòî óñëîâèÿ 1.2, 1.3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò γ0 > 0
è N , òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ n > N, γ < γ0, ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è
ðàñïðåäåëåíèÿ âûáðîñîâ µξ
P (‖aˆγn,MD − an‖ > δ) < δ, P (‖aˆγn,GM − an‖ > δ) < δ
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ëèøü äëÿ MD îöåíêè.
Äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå GM ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî. Áóäåì â äàííîì ïàðàãðàå
ïîëàãàòü äëÿ êðàòêîñòè aˆn := aˆn,MD, b
n(x, θ) := ban(x, θ). Ïóñòü èêñèðîâàíî
íåêîòîðîå δ > 0. Îáîçíà÷èì G ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà R.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò γ0 > 0, òàêîå, ÷òî ïðè n→∞
sup
µξ∈G,γ<γ0
P (‖aˆγn − an‖ > δ) −→ 0.
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Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ñóïðåìóì ïî ìíîæåñòâó {µξ ∈ G, γ < γ0} îáîçíà÷àòü
ïðîñòî sup . Ïóñòü δ0 - òî æå, ÷òî è â óñëîâèè 1.2. Ïîëîæèì
Hn(x, θ) := ‖bn(x, θ)‖ − Lγ0, d := (2p+ 4)Lγ0, c := d+ Lγ0,
α0 := c
2[F (+∞)− F (−∞)], α1 := 4d2[F (+∞)− F (−∞)],
α2 := δ0δ
2 − α0 − δ1/20 δα1/20 .
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî θ ∈ Θ, ò.÷. ‖θ− an‖ ≥ δ è x ∈ Rp â ñèëó óñëîâèÿ 1.2 è
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî∫
[Hn(x, θ)− d]2I{Hn(x, θ) ≥ d}dF (x) =
=
∫
[‖bn(x, θ)‖ − c]2I{‖bn(x, θ)‖ ≥ c}dF (x) ≥
∫ [
‖bn(x, θ)‖2 − 2c‖bn(x, θ)‖
]
×
×I{‖bn(x, θ)‖ ≥ c}dF (x) ≥
∫
‖bn(x, θ)‖2dF (x)− c2
∫
dF (x)−
− 2c
∫
‖bn(x, θ)‖dF (x) ≥ δ0δ2 − α0 − δ1/20 δα1/20 = α2. (2.10)
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî α1 → 0, α ↑ (δ0δ2) ïðè γ0 → +0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî γ0 > 0
α1 ≤ α2. (2.11)
Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå òàêîå γ0. Ïîêàæåì, ÷òî îíî è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Çàìåòèì, ÷òî
P (‖aˆγn − an‖ ≤ δ) ≥ P
(
inf
‖θ−an‖≤δ
Kγn(θ) < inf
‖θ−an‖>δ
Kγn(θ)
)
≥
≥ P
(
Kγn(an) < inf
‖θ−an‖>δ
Kγn(θ)
)
.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî
supP
(
Kγn(an) ≥ inf
‖θ−an‖>δ
Kγn(θ)
)
→ 0. (2.12)
Â ñâîþ î÷åðåäü, ñïðàâåäëèâîñòü (2.12) â ñèëó (2.11) îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ñîîòíîøåíèÿìè:
supP (Kγn(an) ≥ nα1)→ 0, (2.13)
supP
(
inf
‖θ−an‖>δ
Kγn(θ) < nα2
)
→ 0. (2.14)
Ñíà÷àëà äîêàæåì (2.13). Î÷åâèäíî, ÷òî εnt (θ) = ε
γn
t (θ) è Y
γn
t−1 = Y
n
t−1, åñëè
òîëüêî zγnt = z
γn
t−1 = . . . = z
γn
t−p = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x ∈ R, θ ∈ Θ è
k = 1, . . . , p
|W γn,k(x, θ)−Wn,k(x, θ)| =
= n−1/2
∣∣∣∣∑(ϕk(Yγnt−1, θ)− ϕk(Ynt−1, θ))[I{εγnt (θ) ≤ x} −Gγn(x, θ)]+
10
+
∑
ϕk(Y
n
t−1, θ)[I{εγnt (θ) ≤ x} − I{εnt (θ) ≤ x} −Gγn(x, θ) +Gn(x, θ)]
∣∣∣∣ ≤
≤ n−1/2
∑
|ϕk(Yγnt−1, θ)− ϕk(Ynt−1, θ)|+
∑
ϕk(Y
γn
t−1, θ)I{zγnt + . . .+ zγnt−p ≥ 1}+
+ n1/2L|Gγn(x, θ)−Gn(x, θ)| ≤ (2p+ 4)Ln−1/2
n∑
t=1−p
I{zγnt = 1}. (2.15)
Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé:
Qn :=
{
∀x ∈ R, ‖θ − an‖ ≥ δ : ‖Wn(x, θ)‖ ≥ n1/2Hn(x, θ)
}
,
Rn :=
{
sup
x∈R,θ∈Θ
‖Wγn(x, θ)−Wn(x, θ)‖ < n1/2d
}
.
Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.5), (2.15) è çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë
supP (Qn ∪Rn)→ 0. (2.16)
Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Kn(an) íå çàâèñèò îò γ è {ξnt } è Kn(an) = Op(1). Â
ñèëó (2.16)
supP (Kγn(an) ≥ nα1) = supP
(∫
‖Wγn(x, a)‖2dF (x) ≥ nα1
)
≤
≤ supP
(
2
[
Kn(an) +
∫
‖Wγn(x, an)−Wn(x, an)‖2dF (x)
]
≥ nα1
)
≤
≤ sup
{
P
(
Kn(an) + nd
2(F (+∞)− F (+∞)) ≥ nα1/2
)
+ P (Rn)
}
≤
≤ sup{P (Kn(an)/n+ α1/4 ≥ α1/2) + P (Rn)} → 0.
Òåì ñàìûì (2.13) äîêàçàíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.14) âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì:
‖b1 + b2‖2 ≥ (‖b1‖ − ‖b2‖)2I{‖b1‖ ≥ ‖b2‖},
ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ b1,b2 ∈ Rp. Çàèêñèðóåì íåêîòîðûå x, n è θ, ò.÷.
‖θ − an‖ > δ. Îöåíèì ‖Wγn(x, θ)‖2 ñíèçó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
‖Wγn(x, θ)‖2 = ‖Wn(x, θ) + (Wγn(x, θ)−Wn(x, θ))‖2 ≥
≥
(
‖Wn(x, θ)‖ − ‖Wγn(x, θ)−Wn(x, θ)‖
)2
×
×I
{
‖Wn(x, θ)‖ ≥ ‖Wγn(x, θ)−Wn(x, θ)‖
}
≥
≥
(
‖Wn(x, θ)‖ − n1/2d
)2
I
{
‖Wn(x, θ)‖ ≥ n1/2d ≥ ‖Wγn(x, θ)−Wn(x, θ)‖
}
≥
≥
(
‖Wn(x, θ)‖ − n1/2d
)2
I
{
‖Wn(x, θ)‖ ≥ n1/2Hn(x, θ)
}
I
{
Hn(x, θ) ≥ d
}
I{Rn} ≥
≥ n(Hn(x, θ)− d)2I{Qn}I{Rn}I{Hn(x, θ) ≥ d}.
11
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî θ, ò.÷. ‖θ − an‖ > δ, â ñèëó (2.10) èìååì
Kγn(θ) =
∫
‖Wγn(x, θ)‖2dF (x) ≥ nI{Qn}I{Rn}×
×
∫
(Hn(x, θ)− d)2I{Hn(x, θ) ≥ d}dF (x) ≥ nI{Qn}I{Rn}α2.
Ñ ó÷åòîì (2.16) ïîëó÷àåì íàêîíåö, ÷òî
supP
(
inf
‖θ−an‖>δ
Kγn(θ) < nα2
)
≤
≤ supP (nI{Qn}I{Rn}α2 < nα2) = supP (Qn ∪ Rn)→ 0.
Òåì ñàìûì (2.14), à çíà÷èò è (2.12), äîêàçàíû. 
3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
3.1 àâíîìåðíàÿ îöåíêà êîýèöèåíòà ñèëüíîãî
ïåðåìåøèâàíèÿ.
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εt} - òà æå, ÷òî è â (1.2), èêñèðîâàíî íåêîòîðîå
ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî T è äëÿ êàæäîãî τ ∈ T çàäàí íåêîòîðûé
ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ {ξτt , t ∈ Z}. Îáîçíà÷èì äëÿ âñåõ t ∈ Z Ξτt := (ξτt , ξτt−1, . . .).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû {ξτt }, êîòîðûå äëÿ ëþáîãî k ∈ N∪∞ è τ ∈ T
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
ξτt = Hk(εt, . . . , εt−k+1,Ξ
τ
t−k, τ), (3.17)
ãäå H1, H2, . . . , H∞− íåêîòîðûå èçìåðèìûå óíêöèè. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (1.2) è ëþáîãî àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé
àâòîðåãðåññèè (GARCH(p, q), ARCH(∞) è ò.ä.) â òàêîì âèäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
(äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè íåñêîëüêî èòåðàöèé óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî
ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäåëü).
Íàø ïåðâûé ðåçóëüòàò áàçèðóåòñÿ íà òîì, ÷òî ìîæíî îöåíèòü íóæíûé
êîýèöèåíò ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ (â äàëüíåéøåì ñ.ï.), çíàÿ, íàñêîëüêî
áûñòðî óáûâàåò çàâèñèìîñòü Hk(εk, . . . , ε1, z, τ) îò àðãóìåíòà z ïðè k → ∞.
Òî÷íåå, ïîä âåëè÷èíîé çàâèñèìîñòè Hk îò z çäåñü ìû ïîíèìàåì ðàññòîÿíèå ïî
âàðèàöèè ìåæäó ñ.â. Hk(εk, . . . , ε1, z1, τ) è Hk(εk, . . . , ε1, z2, τ) äëÿ ðàçëè÷íûõ
z1 è z2. Îáîçíà÷èì hk,t(z, τ) := Hk(εt, . . . , εt−k+1, z, τ), dTV - ðàññòîÿíèå ïî
âàðèàöèè. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
Ëåììà 3.1 Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûå ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà X1, X2, X3
è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû η1 è η2 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â X1 è
X2 ñîîòâåòñòâåííî, f(x1, x2)- èçìåðèìàÿ óíêöèÿ èç X1 × X2 â X3. Ïóñòü
èêñèðîâàí ïðîèçâîëüíûé x02 ∈ X2 è δ > 0. Îáîçíà÷èì Pη2 ðàñïðåäåëåíèå η2,
Dδ := {x ∈ X2 : dTV (f(η1, x), f(η1, x02)) ≥ δ}. Òîãäà êîýèöèåíò α ñ.ï. σ-àëãåáð
σ{f(η1, η2)} è σ{η2} óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
α ≤ 2δ + 2P (η2 ∈ Dδ).
12
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, α := sup |P (f(η1, η2) ∈ A; η2 ∈ B) −
P (f(η1, η2) ∈ A)P (η2 ∈ B)|, ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì A ∈ B(X3), B ∈ B(X2).
Â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè
P (f(η1, η2) ∈ A; η2 ∈ B) ≤ P (f(η1, η2) ∈ A; η2 ∈ B\Dδ) + P (η2 ∈ Dδ) =
=
∫
P (f(η1, x2) ∈ A)I{x2 ∈ B\Dδ}Pη2(dx2) + P (η2 ∈ Dδ) ≤
≤
∫
[P (f(η1, x
0
2) ∈ A) + δ]I{x2 ∈ B\Dδ}Pη2(dx2) + P (η2 ∈ Dδ) ≤
≤ [P (f(η1, x02) ∈ A) + δ]P (x2 ∈ B\Dδ) + P (η2 ∈ Dδ) ≤
≤ [P (f(η1, η2) ∈ A) + 2δ + P (η2 ∈ Dδ)]P (η2 ∈ B) + P (η2 ∈ Dδ).
Àíàëîãè÷íûå îöåíêè äàþò
P (f(η1, η2) ∈ A; η2 ∈ B) ≥
≥ [P (f(η1, η2) ∈ A)− 2δ − P (η2 ∈ Dδ)]P (η2 ∈ B)− P (η2 ∈ Dδ).
Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü ïðîöåññ {ξτt } óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.17), è äëÿ
íåêîòîðîãî k0 ∈ N, áîðåëåâñêîé óíêöèè R(εt, . . . , εt−k0+1, z, τ), D ∈ B(R∞),
z0 ∈ D è β ∈ R è âñåõ z ∈ D èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
dTV (R(εt, . . . , εt−k0+1, z0, τ), R(εt, . . . , εt−k0+1, z, τ)) ≤ β.
Îáîçíà÷èì α êîýèöèåíò ñ.ï. σ-àëãåáð σ{Ξτ0} è σ{R(εk0, . . . , ε1,Ξτ0, τ)}. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî α ≤ 2β + 2P (Ξτ0 ∈ D).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâà (3.17) äëÿ k = ∞ ñ.â. ξτt
íåçàâèñèìà ñ êàæäûì εk ïðè âñåõ k > t. Äàëüíåéøåå åñòü ïðîñòîå ïðèìåíåíèå
ðåçóëüòàòà ëåììû 3.1. 
Ìû ñïåöèàëüíî âûäåëèì êàê ñëåäñòâèå èç Òåîðåìû 3.1 ñëó÷àé
R(εt, . . . , εt−k+1,Ξt−k, τ) = (ξ
τ
k+p−1, . . . , ξ
τ
k)
∗.
Îíî ïîíàäîáèòñÿ íàì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðåçóëüòàòà äëÿ ARCH(p)-ìîäåëè.
Ñëåäñòâèå 3.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè k ∈ N âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû
3.1 äëÿ
Rk(εt, . . . , εt−k+1, z, τ) := (hk+p−1,t+p−1(z, τ), . . . , hk,t(z, τ))
∗.
Òîãäà äëÿ ατp(k), êîýèöèåíòà ñ.ï. σ{ξτk+p−1, . . . , ξτk} è σ{Ξτ0}, ïðè âñåõ k ∈ N
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
ατp(k) ≤ 2βk + 2P (Ξτt ∈ Dk). (3.18)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.17), îïðåäåëåíèÿ hk,t(z, τ) è
Òåîðåìû 3.1.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ðåçóëüòàòà î ðàâíîìåðíîé îöåíêå êîýèöèåíòà
ñ.ï. äëÿ {yat }. Íàïîìíèì, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (1.2) óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ (ðàçëîæåíèå Âîëüòåððà, [7℄):
(yat )
2 =
∞∑
l=0
p∑
j1,...,jl=1
aj1aj2 . . . ajlε
2
tε
2
t−j1 . . . ε
2
t−j1−...−jl
. (3.19)
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ k = 1, 2, . . . èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå:
yat = εtσk,t(Y
a
t−k−1, a),
σ2k,t(z, a) :=M
0
t,k(a) +M
1
t,k(a)z
2
1 + . . .+M
p
t,k(a)z
2
p ,
(3.20)
ãäå êàæäàÿ èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí M0t,k(a), . . . ,M
p
t,k(a) åñòü íåêîòîðàÿ óíêöèÿ
âåêòîðà (εt−1, . . . , εt−k+1, a)
∗
. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå (3.17)
ïðåäñòàâëåíèå yat = εtσk,t(Y
a
t−k−1, a). Áóäåì òàêæå ïîëàãàòü Y
a
k,t(z) :=
(εtσk,t(z, a), . . . , εt−p+1σk−p+1,t−p+1(z, a))
∗.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 3.1 ñ τ = a, z0 = (0, 0, . . .)
∗
è T = Θδ. Îñíîâíóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ïî âàðèàöèè â
óñëîâèè Òåîðåìû 3.1. Èäåÿ åå áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü Yat
â âèäå êîìïîçèöèè
Yat = Y
a
t−p,t(Y
a
t−p,t−p(Y
a
0 , a), a)
è çàìåòèòü, ÷òî ïðè èêñèðîâàííîì z ðàñïðåäåëåíèå Yat−p,t(z, a) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíî, è åãî ïëîòíîñòü íåïðåðûâíî çàâèñèò îò z. Ïðè ýòîì áóäåò
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàí ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä óðàâíåíèÿ (1.2). Â ñâîþ
î÷åðåäü, Yat−p,t−p(z, a) â íåêîòîðîì ñìûñëå "ýêñïîíåíöèàëüíî ñëàáî" çàâèñèò
îò z ïðè k →∞.
Ñíà÷àëà äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ëåìì.
Ëåììà 3.2 Ïóñòü ξ è η - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðè÷åì
ðàñïðåäåëåíèå ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ñ
ïëîòíîñòüþ fξ(x), îãðàíè÷åííîé íà R. Ïóñòü òàêæå P (|η| > d) = 1 äëÿ
íåêîòîðîãî d > 0. Îáîçíà÷èì Fη .ð. η. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû τ := ξη
àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ
fτ (x) =
∫
z−1fξ(x/z)dFη(z). (3.21)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè P (τ ≤ x) = ∫ Fξ(x/z)dFη(z) äëÿ
x ∈ R. Ïî óñëîâèþ, M := sup
x∈R
fξ(x) <∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
P (τ ∈ (x1, x2]) =
∫
[Fξ(x2/z)− Fξ(x1/z)]dFη(z) ≤M(x2 − x1)/d.
Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ τ. Ñõîäèìîñòü
P (τ ∈ (x, x + δ])/δ → ∫ z−1fξ(x/z)dFη(z) ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè
δ−1[Fξ(x/z)− Fξ([x+ δ]/z)] è òåîðåìû î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè. 
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Ëåììà 3.3 Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð Tq(Ξ) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Tq(Ξ) := (ξ1η1(Ξ), ξ2η2(ξ1,Ξ), . . . , ξqηq(ξ1, . . . , ξq−1,Ξ))
∗,
ãäå ξ1, . . . , ξq - í.î.ð. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì, èìåþùèì
ïëîòíîñòü fξ(x), η1, . . . , ηq - íåïðåðûâíûå óíêöèè, Ξ - ñëó÷àéíûé ýëåìåíò,
íåçàâèñèìûé ñ ξ1, . . . , ξq. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòâåòñòâåííî êàæäîé ïàðû
ñ.â. ηj è ηj(ξ1, . . . , ξj−1,Ξ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.2. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå
Tq(Ξ) àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ
fT (x1, . . . , xq) := EΞ
q∏
j=1
fξ(xjη
−1
j (x1, . . . , xj ,Ξ))η
−1
j (x1, . . . , xj ,Ξ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.2.
Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè ηj(Ξ) := ηj(ξ1, . . . , ξj−1,Ξ). Ïî òåîðåìå Ôóáèíè
P (ξjηj(ξ1, . . . , ξj−1, (Ξ) ∈ (aj , bj], j = 1, . . . , q) =
= P (ξj ∈ (ajη−1j (Ξ), bjη−1j (Ξ)], j = 1, . . . , q) =
= EΞ
b1η
−1
1
(Ξ)∫
a1η
−1
1
(Ξ)
fξ(x1) . . .
bqη
−1
q (x1,...,xq−1,(Ξ)∫
aqη
−1
q (x1,...,xq−1,(Ξ)
fξ(xq)dxq . . . dx1.
Èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè fξ, êàê è ðàíüøå, ñëåäóåò
àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Tq(Ξ). Òàê êàê fT (x1, . . . , xq)
íåïðåðûâíà è ðàâíà ïðîèçâîäíîé P (ξjηj(ξ1, . . . , ξj−1, (Ξ) ≤ xj , j = 1, . . . , q) ïî
xq, . . . , x1, òî îíà æå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Tq(Ξ).
Ñëåäñòâèå 3.2 àñïðåäåëåíèå âåêòîðà Ya0 àáñîëþòíî íåïðåðûâíî.
Äâå ñëåäóþùèå ëåììû äàþò îöåíêó ðàññòîÿíèÿ ïî âàðèàöèè ìåæäó äâóìÿ
ñ.â. ξη1 è ξη2, â òîì ñëó÷àå åñëè ñ.â. η1 è η2 áëèçêè ïî âåðîÿòíîñòè.
Ëåììà 3.4 Ïóñòü ξ, η1, η2 - ñ.â., è ñ. âåêòîðà ξ è (η1, η2) íåçàâèñèìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî d > 0 P (ηj > d) = 1, j = 1, 2. Ïóñòü
ðàñïðåäåëåíèå ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è åå ïëîòíîñòü fξ(x) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ 2.1. Ïîëîæèì Kξ :=
∫ |f ′ξ(x)x|dx, A := {|η1 − η2| ≤ δ}. Â ñèëó ëåììû
3.2, ñóùåñòâóþò ïëîòíîñòè fτ1 è fτ2 ó ñ.â. τ1 := ξη1 è τ2 := ξη2. Òîãäà äëÿ íèõ
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∫
|fτ1(x)− fτ2(x)|dx ≤ δ[Kξd−2 + d−1] + 2P (A).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ηAj := [ηjI{A} + dI{A}], τAj = ξηAj , j = 1, 2. Òîãäà
â ñèëó ëåììû 3.2 ñ.â. τj è τ
A
j àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Î÷åâèäíî, ÷òî
|fτ1(x)− fτ2(x)| ≤ |fτA1 (x)− fτA2 (x)|+ |fτA1 (x)− fτ1(x)|+ |fτA2 (x)− fτ2(x)|.
è
∫ |fτAj (x) − fτj (x)|dx ≤ P (A), j = 1, 2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî
∫ |fτA
1
(x) − fτA
2
(x)|dx ≤ δ[Kξd−2 + d−1]. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (3.21)
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äëÿ fτAj (x) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:fτAj (x) = Er(x, η
A
j ), ãäå
r(x, v) := fξ(x/v)v
−1. Â ñèëó äèåðåíöèðóåìîñòè fξ (óñëîâèå 2.1) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî
|fτA
1
(x)− fτA
2
(x)| ≤ E|r(x, ηA1 )− r(x, ηA2 )| = E|r′v(x, ηA1,2)[ηA2 − ηA1 ]|,
äëÿ íåêîòîðîé ñ.â. ηA1,2, ò. ÷. η
A
1,2 ∈ [ηA1 ∧ ηA2 , ηA1 ∨ ηA2 ]. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
òåîðåìû Ôóáèíè,∫
|fτA
1
(x)− fτA
2
(x)|dx ≤
∫
E|r′v(x, ηA1,2)[ηA2 − ηA1 ]|dx ≤
≤ δE
{∫ (
|f ′ξ(x/ηA1,2)x/(ηA1,2)−3|+ |fξ(x/ηA1,2)(ηA1,2)−2|
)
dx
}
=
= δE[Kξ(η
A
1,2)
−2 + (ηA1,2)
−1].
Ëåììà 3.5 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.3 äëÿ (ξ1, . . . , ξq)
∗
è Ξj , j = 1, 2,
ïðè÷åì âåêòîð (ξ1, . . . , ξq)
∗
íåçàâèñèì ñ (Ξ1,Ξ2)
∗
. Ïîëîæèì
Aj := {|ηj(ξ1, . . . , ξj−1,Ξ1)− ηj(ξ1, . . . , ξj−1,Ξ2)| ≤ δ}, j = 1, . . . , q.
Òîãäà
dTV (T(Ξ1),T(Ξ2)) ≤ qδ[Kξd−2 + d−1] + 2
q∑
j=1
P (Aj).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ηj(Ξi) = ηj(ξ1, . . . , ξj−1,Ξi), i =
1, 2. Àíàëîãè÷íî ëåììå 3.4 ïîëîæèì
ηAj (ξ1, . . . , ξj−1,Ξ1) := ηj(Ξ1)I{Aj}+ dI{Aj}, j = 1, . . . , q.
Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåêòîðû TA1 (Ξ1) è T
A
2 (Ξ2) ïîñòðîåíû ïî {ηAj (Ξi)} âìåñòî
{ηj(Ξi)}. Â ñèëó ëåììû 3.3, ó íèõ ñóùåñòâóþò ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî fTAi
è fTAi . Êàê è ðàíüøå,
∫ |fTAi (x1, . . . , xq)− fTi(x1, . . . , xq)|dx ≤ q∑
j=1
P (Aj), i = 1, 2,
è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñëó÷àÿ P (Aj) = 1.
Â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 3.4 èìååì:∫
|fTA
1
(x1, . . . , xq)− fTA
2
(x1, . . . , xq)|dx =
=
∫ ∣∣∣∣E
q∏
j=1
r(xj, η
A
j (Ξ1))− E
q∏
j=1
r(xj , η
A
j (Ξ2))
∣∣∣∣dx ≤
≤ E
∫ q∑
j=1
∏
i<j
r(xi, η
A
i (Ξ1))
∏
i>j
r(xi, η
A
i (Ξ2))|r(xj, ηAj (Ξ1))− r(xj , ηAj (Ξ2))|dx =
= E
q∑
j=1
∫ ∏
i<j
r(xi, η
A
i (Ξ1))
(∫
|r(xj, ηAj (Ξ1))− r(xj, ηAj (Ξ2))|dxj
)
dx1 . . . dxj−1 ≤
≤ δ(Kξd−2 + d−1)E
q∑
j=1
∫ ∏
i<j
r(xi, ηi(Ξ1))dx1 . . . dxj−1 = qδ[Kξd
−2 + d−1].
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Ñëåäñòâèå 3.3 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1.1 è 2.1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò C < ∞ è γ > 0, òàêèå ÷òî (äëÿ âñåõ a ∈ Θδ) êîýèöèåíò
ñ.ï. σ{Yat−1} è σ{yat , t ≤ 0} íå ïðåâîñõîäèò C exp{−γt}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k ∈ N. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò
ñîñòîÿòü â ïðèìåíåíèè Ñëåäñòâèÿ 3.1. Äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ÷ëåíà â íåðàâåíñòâå
(3.18) ïðèìåíèì Ëåììó 3.5. Ïîëîæèì, êàê è ðàíüøå, Yak,t(z) := εtσk,t(z, a).
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè q = p, d = 1, ξj = εt−p+j,
η1(V) :=
√
1 + a1V
2
1 + . . .+ apV
2
p , ηj(x1, . . . , xj−1,V) :=
:=
√
1 + a1xj−1ηj−1(a) + . . .+ aj−1x1η1(a) + . . .+ ajV 21 + . . .+ apV
2
p−j+1
äëÿ j = 2, . . . , p èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ηj(ξt−p+1, . . . , ξt−p+j,Y
a
k−p,t−p(z)) =
σk−p+j,t−p+j(z, a). Ñëåäîâàòåëüíî, Tp(Y
a
k−p,t−p(z)) = Y
a
k,t(z) è âûïîëíåíû
óñëîâèÿ Ëåììû 3.5. Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (3.19) è (3.20), ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ïðè íåêîòîðûõ γ0 > 0, C0 <∞
EM j0,k(a) < C0 exp{−γ0k}. (3.22)
äëÿ âñåõ a ∈ Θδ, k ≥ 1, j = 1, . . . , p. Ïîëîæèì δk := exp{−(γ0/2)k}. Òîãäà â
ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà è (3.22)
P (Aj) = P (|σk,t(z, a)− σk,t(0, a)| > δk) ≤ P (|σk,t(z, a)− σk,t(0, a)|×
×|σk,t(z, a) + σk,t(0, a)| > 2δk) = P (|σ2k,t(z, a)− σ2k,t(0, a)| > 2δk) ≤
≤ P
( p∑
j=1
ajε
2
t−j
[ p∑
i=1
z2iM
i
t−j,k−j(a)
]
> 2δk
)
≤ 2−1C0δk||a||Eε21||z||2 ≤ 2−1C0δk||z||22.
Ïîëîæèì Dk := {||z||2 ≤ 2C−10 exp{(γ0/4)k}}. Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
Ëåììû 3.5, ïðè z ∈ Dk ðàññòîÿíèå ïî âàðèàöèè ìåæäó Yak,t(0) è Yak,t(z) íå
ïðåâîñõîäèò β exp{−(γ0/4)k}, ãäå β := [Kξ+2p+1]. Òåïåðü îöåíèì âòîðîé ÷ëåí
â íåðàâåíñòâå (3.18). Ñíîâà ââèäó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà,
P (Ya0 ∈ Dk) ≤ pC0E(ya0)2 exp{−γ0k/4} ≤ pC0Eε21(1− ‖b‖1 − δ)−1 exp{−γ0k/4}.
Íàêîíåö, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1, äëÿ C = 2β + 2pC0Eε
2
1(1 − ‖b‖1 − δ)−1
êîýèöèåíò ñ.ï. σ{Yat } è σ{yat , t ≤ 0} íå ïðåâîñõîäèò C exp{−(γ0/4)k}.
àññìîòðèì äâà ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà. Ïåðâîå èç íèõ åñòü
àíàëîã ÇÁ×.
Ñëåäñòâèå 3.4 Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè f âåëè÷èíû f(Ya0 , a)
ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìû ïðè a ∈ Θδ. Òîãäà∣∣∣n−1∑[f(Yat−1, a)−Ef(Ya0 , a)]∣∣∣ = oap(1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îãðàíè÷åííîé f ýòî óòâåðæäåíèå ïðÿìî ñëåäóåò èç
îöåíêè äèñïåðñèè, ñì. [17, Theorem 5.2℄. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòü f äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòîé C è âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâíîìåðíîé
èíòåãðèðóåìîñòüþ f(Yn0 , an). 
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî a ∈ Θδ àíàëîãîì Corol-
lary 5.1 èç [17℄, åãî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
17
Ñëåäñòâèå 3.5 Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé óíêöèè f sup
a∈Θδ
Ef 4(Ya0 , a) <∞. Òîãäà
sup
x∈R
∣∣∣n−1/2∑[f(Yat−1, a)I{εt ≤ x} −G(x)Ef(Ya0 , a)]∣∣∣ = Oap(1).
Çàìå÷àíèå. Äëÿ îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòà ñëåäñòâèé 3.3 - 3.5 íà GARCH(p, q)
è àíàëîãè÷íûå ìîäåëè âîëàòèëüíîñòè òàêæå ìîæíî ïðèìåíèòü Òåîðåìó 3.1.
Ïóñòü èíòåðåñóþùàÿ íàñ ìîäåëü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ξθt = εtσ(Ξ
θ,p
t−1,Σ
q
t−1, θ),
ãäå σ(z, θ) - íåêîòîðàÿ èêñèðîâàííàÿ óíêöèÿ,
Ξθ,pt−1 = (ξ
θ
t−1, . . . , ξ
θ
t−p)
∗, Σqt−1 = (σ(Ξ
θ,p
t−1,Σ
q
t−1, θ), . . . , σ(Ξ
θ,p
t−q,Σ
q
t−q, θ))
∗.
Òîãäà â êà÷åñòâå óíêöèè Rk èç Òåîðåìû 3.1 âìåñòî (hk+q−1,t+q−1(z, θ), . . . ,
hk,t(z, θ))
∗
, êàê â Ñëåäñòâèè 3.1, íàäî ðàññìîòðåòü
(hk+p−1,t+p−1(z, θ), . . . , hk,t(z, θ), σk+q−1,t+q−1(z, θ), . . . , σk,t(z, θ))
∗.
Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ñòàòüè è, âåðîÿòíî, ñîñòàâèò
òåìó áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.
3.2 Îöåíêà ìàêñèìóìà ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ {ξτt , t ∈ Z}, ãäå τ ∈ T äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ìíîæåñòâà T . Áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εt} - òà æå, ÷òî
è â (1.2), ïðè êàæäîì τ ∈ T ïðîöåññ ñîãëàñîâàí ñ èëüòðàöèåé, îáðàçîâàííîé
Ft := σ{. . . , ε0, ε1, . . . , εt}, è ξτt íå çàâèñèò îò σ{εt+1, εt+2, . . .}. Íàïðèìåð, äëÿ
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà ARCH è GARCH, èëè, áîëåå îáùî,
äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà âèäà (3.17) ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Áóäåì íà ïðîòÿæåíèè
ýòîãî ïàðàãðàà îáîçíà÷àòü Ξτt := (ξ
τ
t , ξ
τ
t−1, . . .) è sup := sup
τ∈T
. Ñíà÷àëà äîêàæåì
íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.
Ëåììà 3.6 Ïóñòü η1, η2, . . . , ηn - ñ.â., u1, u2, . . . , un - íàáîð ÷èñåë, ïðè÷åì
Eη4i < ∞, ui ≥ 0 ïðè i = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî α > 1 è
ïðîèçâîëüíûõ 1 ≤ i < j ≤ n âûïîëíåíî óñëîâèå
E(ηi+1 + . . .+ ηj)
4 ≤ (ui+1 + . . .+ uj)α.
Îáîçíà÷èì
Si := η1 + . . .+ ηi; Mn := max
0≤i≤n
min(|Si|, |Sn − Si|).
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî K, íå çàâèñÿùåãî îò n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ηi}, {ui},
EM4n ≤ K(u1 + . . .+ un)α. (3.23)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ñîîòíîøåíèå (3.23) î÷åâèäíî
ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ëåììû äëÿ ëþáîãîK ≥ 1. Óñòàíîâèì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ
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ïðîèçâîëüíîãî n. Ñóùåñòâóåò òàêîå j, ÷òî u1+ . . .+uj−1 ≤ 1/2, uj+1+ . . .+un ≤
1/2. Ïîëîæèì
M1n := max
0≤i≤j−1
min(|Si|, |Sj−1 − Si|); M2n := max
j+1≤i≤n
min(|Si − Sj|, |Sn − Si|).
Òîãäà, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
Mn ≤ max(M1n + |Sn − Sj−1|,M2n + |Sj |),
EM4n ≤ E(M1n + |Sn − Sj−1|)4 + E(M2n + |Sj|)4. (3.24)
Îöåíèì ñëàãàåìûå â (3.24) ïî îòäåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì u := u1+ . . .+un. Òîãäà,
â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è óñëîâèÿ ëåììû, EM41n ≤ K(u/2)α, E(Sn −
Sj−1)
4 ≤ uα. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî:
E(M1n + |Sn − Sj−1|)4 ≤ (‖M1n‖L4 + ‖Sn − Sj−1‖L4)4 ≤
≤ ((K(u/2)α)1/4 + uα/4)4 = uα(K1/42−α/4 + 1)4.
Àíàëîãè÷íî,
E(M2n + |Sj|)4 ≤ uα(K1/42−α/4 + 1)4.
Ïîëîæèì Kα = (2
−1/4−2−α/4)−4. Òîãäà, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, 2(K1/4α 2−α/4+
1)4 = Kα. Ñîãëàñíî (3.24),
EM4n ≤ 2uα(K1/4α 2−α/4 + 1)4 = Kαuα.
Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâîñòü (3.23) óñòàíîâëåíà ïðè K = Kα äëÿ âñåõ n. 
Ñëåäñòâèå 3.6 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.6
Emax
i≤n
S4i ≤ 2α−1Kα(u1 + . . .+ un)α.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n |Si| ≤ min(|Si|, |Sn −
Si|) + |Sn| ≤Mn + |Sn|. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 3.6 è îïðåäåëåíèÿKα
Emax
i≤n
S4i ≤ E(Mn + |Sn|)4 ≤ (‖Mn‖L4 + ‖Sn‖L4)4 ≤ (K1/4α + 1)4(u1 + . . .+ un)α ≤
≤ (K1/4α + 2α/4)4(u1 + . . .+ un)α = 2α−1Kα(u1 + . . .+ un)α.
Òåîðåìà 3.2 (Îáîáùåíèå òåîðåìû 5.1 èç [17℄) Ïóñòü èêñèðîâàíû
áîðåëåâñêàÿ óíêöèÿ f : R∞ → R, B := {Bj}∞j=1 - ðàçáèåíèå R∞, ò.÷.
Bj ∈ B(R∞), è ïðîèçâîëüíîå τ ∈ T . Ïîëîæèì fj(U) := f(U)I{U ∈ Bj} äëÿ
U ∈ R∞. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
i) R(τ) :=
∞∑
j=1
(Ef 4j (Ξ
τ
0))
1/4 <∞.
ii) Äëÿ íåêîòîðûõ N, L, 1 ≤ d < 2 è ïðîèçâîëüíûõ j ∈ N, v ∈ R
sup
Bj
|f(U)| ≤ N inf
Bj
|f(U)|,
∞∑
j=1
sup
Bj
|f(U)|I{sup
Bj
|f(U)| ≤ v} ≤ Lvd.
19
Ïîëîæèì z := (z1, z2, . . .)
∗ ∈ R∞,
Sτn,j(z) := n
−1/2
∑
fj(Ξ
τ
t−1)[I{εt ≤ z} −G(z)], Sτn(z) :=
∞∑
j=1
Sτn,j(zj). (3.25)
Òîãäà ðÿä (3.25) äëÿ Sτn(z) ñõîäèòñÿ â L
1
è ï.í. ñðàçó ïðè âñåõ z ∈ R∞, ïðè÷åì
E sup
z∈R∞
|Sτn(z)| ≤ (8
√
2K3/2)
1/4R(τ) + n(d−2)/43MdLRd(τ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñõîäèìîñòü ðÿäà (3.25) ï.í. ïðè êàæäîì
z ∈ R∞. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1 èç [17℄, ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà
îçåíòàëÿ (ñì. [9, ñòð. 23℄) óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ z ∈ R
E(Sτn,j(z))
4 ≤ C0Ef 4j (Ξτ0), (3.26)
ïðè÷åì ìîæíî ïîëîæèòü C0 = 8. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ìèíêîâñêîãî è (3.26),
E|Sτn,j(z)| ≤ (E(Sτn,j(z))4)1/4 ≤ C1/40 (Ef 4j (Ξτ0))1/4,
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ z ∈ R∞ è n ðÿä (3.25) äëÿ Sτn(z) ñõîäèòñÿ â L1.
Ñõîäèìîñòü ï.í. ïðè âñåõ z î÷åâèäíà, ò.ê. òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â
ñóììå äëÿ Sτn(z) îòëè÷íû îò 0.
Ïîëîæèì N = Nn := n
2
è ðàññìîòðèì ïðîöåññû Sτn,j(z) îòäåëüíî íà
ìíîæåñòâå Dn := {G−1(i/Nn), i = 0, 1, . . . , Nn} è íà R \ Dn. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
E sup
z∈D∞n
|Sτn(z)| ≤ (8
√
2K3/2)
1/4R(τ), (3.27)
E sup
z∈R∞
|Sτn(z)| − E sup
z∈D∞n
|Sτn(z)| ≤ n(d−2)/43NdLRd(τ). (3.28)
Àíàëîãè÷íî (3.26) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ 1 ≤ l ≤ m ≤ Nn
E(Sτn,j(m/Nn)− Sτn,j(l/Nn))4 ≤ C0Ef 4j (Ξτ0)(m/Nn − l/Nn)3/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ 3.6 ñ ui ≡ nN−1n (Ef 4j (Ξτ0))−3/2,
α = 3/2
E sup
z∈Dn
|Sτn,j(z)| ≤
(
E sup
z∈Dn
S4n,j(z)
)1/4
≤ (21/2C0K3/2Ef 4j (Ξτ0))1/4.
Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.27). Ïåðåéäåì ê
äîêàçàòåëüñòâó (3.28). Îáîçíà÷èì a0 := −∞, ai := G−1(i/Nn), Ai := (ai−1, ai]
äëÿ i = 1, 2, . . . , Nn. Çàìåòèì, ÷òî
sup
z∈R
|Sτn,j(z)| − sup
z∈Dn
|Sτn,j(z)| ≤ max
i≤Nn
sup
z∈Ai
|Sτn,j(z)− Sτn,j(ai−1)|,
sup
z∈Ai
|Sτn,j(z)− Sτn,j(ai−1)| =
20
= n−1/2 sup
z∈Ai
∣∣∣∣∑ fj(Ξτt−1)[I{εt ∈ (ai−1, z]} −G(z) +G(ai−1)]
∣∣∣∣ ≤
≤ n−1/2max
t≤n
|fj(Ξτt−1)|
(∑
I{εt ∈ Ai}+ n−1
)
. (3.29)
Ïîëîæèì Fn := max
t≤n
|f(Ξτt−1)|,
j(U) :=
∞∑
j=1
jI{U ∈ Bj}, jn := max
t≤n
{j(Ξτt−1)}, ηn := max
i≤Nn
∑
I{εt ∈ Ai}+ n−1.
Ïîñêîëüêó P
(∑
I{εt = Ai} ≥ k
)
≤ CknN−kn ≤ N−k/2n , òî ïðè n ≥ 2
P (ηn = k) ≤ NnN−k/2n = n2−k, Eη2n ≤ 4 +
∑
k≥3
k2n2−k ≤ 4 + 4
∑
k≥3
k22−k ≤ 9.
Â ñèëó óñëîâèÿ ii) òåîðåìû, (3.29) è íåðàâåíñòâà åëüäåðà, ëåâàÿ ÷àñòü (3.28)
íå ïðåâîñõîäèò
n−1/2Eηn
jn∑
j=1
sup |fj | ≤ n−1/2Eηn
∞∑
j=1
sup |fj|I{sup |fj| ≤ NFn} ≤
≤ n−1/2NdLEηn|Fn|d ≤ n−1/2NdL(Eη4/(4−d)n )1−d/4(E|Fn|4)d/4 ≤
≤ n−1/2+d/43NdL(E|f(Ξτ0)|4)d/4 ≤ n(d−2)/43NdLRd(τ).
Òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (3.28), à ñ íèì è òåîðåìà 3.2, äîêàçàíû. 
Ñëåäñòâèå 3.7 Ïîëîæèì
S0τn (z) := n
−1/2
∑ ∞∑
j=1
[fj(Ξ
τ
t−1)I{εt ≤ zj} − Efj(Ξτ0)G(zj)].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. Îáîçíà÷èì αt(τ)
êîýèöèåíò ñ.ï. σ-àëãåáð σ{fj(Ξτt ), j ∈ N} è σ{fj(Ξτ0), j ∈ N}. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Q(τ) :=
∞∑
t=0
α
1/2
t (τ) <∞. Òîãäà
E sup
z∈R∞
|S0τn (z)| = R(τ)[(8
√
2K3/2)
1/4 + n(d−2)/43MdLRd−1(τ) + (8Q(τ))1/2].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
sτj,n(z) := n
−1/2G(z)
∑
[fj(Ξ
τ
t−1)−Efj(Ξτ0)].
Òîãäà, î÷åâèäíî, S0τn (z) = S
τ
n(z) +
∞∑
j=1
sτj,n(zj) è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
E sup
z∈R∞
|S0n(z)| ≤ E sup
z∈R∞
|Sτn(z)|+ E
∞∑
j=1
sup
zj
|sτj,n(zj)|. (3.30)
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Ïîâòîðÿÿ äëÿ êàæäîãî j ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 5.1 èç [17℄,
ïîëó÷àåì, ÷òî
E sup
zj∈R
(sτj,n(zj))
2 = n−1D
[∑
fj(Ξ
τ
t−1)
]
≤
≤ 8(Ef 4j (Ξτ0))1/2
n∑
t=0
α
1/2
k (τ) ≤ 8(Ef 4j (Ξτ0))1/2
∞∑
k=0
α
1/2
k (τ).
Ñëåäîâàòåëüíî,
E
∞∑
j=1
sup
zj
|sτj,n(zj)| ≤
∞∑
j=1
[E sup
zj
|sτj,n(zj)|2]1/2 ≤
≤ R(τ)
[
8
∞∑
k=0
α
1/2
k (τ)
]1/2
= R(τ)[8Q(τ)]1/2.
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3.2 è (3.30), ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ëåììà 3.7 Ïóñòü η - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà (Ω,F , P ), òàêàÿ ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî β > 0 M := Eη4+β <∞. Ïóñòü {Aj , j = 1, 2, . . .}, Aj ∈ F îáðàçóþò
ðàçáèåíèå Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L :=
∞∑
j=1
(P (Aj))
β/4(4+β) <∞. Òîãäà
∞∑
j=1
(Eη4IAj )
1/4 ≤M4/(4+β)L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó åëüäåðà,
Eη4IAj ≤ (Eη4+β)4/(4+β)(P (Aj))β/(4+β).
Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑
j=1
(Eη4IAj )
1/4 ≤ (Eη4+β)1/(4+β)
∞∑
j=1
(P (Aj))
β/4(4+β) =M1/(4+β)L.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà. Îíà
óñòàíàâëèâàåò îöåíêó ìàêñèìóìà ýìïèðè÷åñêîãî ïðîöåññà Tn, ïîñòðîåííîãî ïî
íàáëþäåíèÿì èç ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ξτt âèäà (??). Ïóñòü èêñèðîâàíû
êîìïàêò Z ⊂ Rq è, äëÿ êàæäîãî τ ∈ Z, áîðåëåâñêèå óíêöèè ∆τ (x, z,U) :
R× Z× R∞ → R, λτ (z,U) : Z× R∞ → R.
Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ {ξτt } óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ñëåäñòâèÿ 3.7, ãäå â êà÷åñòâå αt(τ) âûñòóïàåò êîýèöèåíò ñ.ï.
σ{(λ(τ,Ξτt ), ∆τ (x, z,Ξτt )), z ∈ Z, x ∈ R} è σ{Ξτ0}. Ïîëîæèì äëÿ z ∈ Z, x ∈ R
T τn (x, z) := n
−1/2
∑
λτ (z,Ξτt−1)I{εt ≤ ∆τ (x, z,Ξτt−1)}−n1/2Eλτ (z,Ξτ0)G(∆τ (x, z,Ξτ0)).
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ β > 0 è z0 ∈ Z âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
i) Äëÿ âñåõ τ ∈ Z, U ∈ R∞ è x ∈ R ∆τ (x, z0,U) = x.
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ii) Äëÿ âñåõ τ ∈ Z, U ∈ R∞ è k = 1, . . . , q óíêöèÿ G(∆τ (x, z,U)) èìååò
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå dτk(x, z,U) ïî zk, ïðè÷åì
supE(dτk(x, z
0,Ξτ0))
4+β <∞, supE|dτk(x1, z1,Ξτ0)− dτk(x2, z2,Ξτ0)|4+β → 0.
ïðè ‖z1 − z2‖ → 0, |G(x1)−G(x2)| → 0.
iii) Äëÿ τ ∈ Z, k = 1, . . . , q, z ∈ Z è âñåõ U ∈ R∞ óíêöèÿ λτ (z,U)
èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå hτk(z,U) ïî zk, ïðè÷åì äëÿ íåêîòîðîé H, ò.÷.
E|H(Ξτ0)|2 <∞,
supE|λτ (z0,Ξτ0)|2 <∞, |hτk(z,U)| ≤ H(U), supE|hτk(z1,Ξτ0)−hτk(z2,Ξτ0)|2 → 0,
ïðè ‖z1 − z2‖ → 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ρ > 0
sup
z∈Z,x∈R
(T τn (x, z)± n1/2ρ||z− z0||)∓ = Oτp(1). (3.31)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èêñèðîâàííîãî
ρ > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ò.÷. (3.31) ñïðàâåäëèâî ñ çàìåíîé sup
z∈Z,x∈R
{·} íà sup
Zδ, x∈R
{·},
ãäå Zδ = Z ∩ {z : ‖z − z0‖1 ≤ δ}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî z0 = 0 è Z ⊂ Rq+. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ àíàëîãè÷íî. Áóäåì
îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ τ â çàïèñè ∆τ , dτk, λ
τ
k, h
τ
k.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ z ∈ Zδ. Çàèêñèðóåì íåêîòîðîå N ∈ N.
Ïóñòü xl := G
−1(l/N), l = 0, 1, . . . , N, Al := (xl−1, xl]. Äëÿ U ∈ R∞, k =
1, . . . , q, x ∈ Al, D > 0 ïîëîæèì
d+k,δ(x,U) := sup
z∈Zδ,v∈Al
dk(v, z,U); d
−
k,δ(x,U) := inf
z∈Zδ,v∈Al
dk(v, z,U),
h+k,δ(U) := I{H(U) ≤ D} sup
z∈Zδ
hk(z,U); h
−
k,δ(U) := I{H(U) ≤ D} inf
z∈Zδ
hk(z,U).
Ïóñòü B+ := {B+j , j ∈ N},B− := {B−j , j ∈ N} - íåêîòîðûå ðàçáèåíèÿ R∞,
êîòîðûå áóäóò âûáðàíû ïîçäíåå. Îïðåäåëèì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåññà:
T±n,δ(x, z) := n
−1/2
∑
λ±δ (z,Ξ
τ
t−1)I{εt ≤ ∆±δ (x, z,Ξτt−1)}−
−n1/2Eλ∓δ (z,Ξτ0)G(∆∓δ (x, z,Ξτ0)),
ãäå
λ±δ (z,U) := λ(0,U) +
q∑
k=1
zkh
±
k,δ(U),
d+k,δ,j(x) := sup
U∈B+j
d+k,δ(x,U), d
−
k,δ,j(x) := inf
U∈B−j
d−k,δ(x,U),
∆±δ (x, z,U) := G
−1
(
G(x) +
q∑
k=1
zk
∞∑
j=1
I{U ∈ B±j }d±k,δ,j(x)
)
èG−1 äîîïðåäåëåíà êàêG−1(x) = −∞, x ≤ 0,G−1(x) =∞, x ≥ 1.Äëÿ êðàòêîñòè
îáîçíà÷èì
λ±t := λ
±
δ (z,Ξ
τ
t−1), v
±
t := I{εt ≤ ∆±δ (x, z,Ξτt−1)}.
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Ïîëîæèì SHn (D) := n
−1
∑
I{H(Ξτt−1) ≥ D}. Çàìåòèì, ÷òî
T−n,δ(x, z)− n1/2‖z‖1SHn (D) ≤ Tn(x, z) ≤ T+n,δ(x, z) + n1/2‖z‖1SHn (D).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà n1/2 supESHn (D) íå çàâèñèò îò x è z è, â ñèëó
óñëîâèÿ iii) è ëåììû 3.4, ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì D. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü (3.31) ñ z ∈ Zδ áóäåò
îáåñïå÷åíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ρ > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå δ >
0, N ∈ N è ðàçáèåíèÿ B±, ÷òî äëÿ âñåõ l ≤ N
sup
z∈Zδ,x∈Al
∣∣∣T±n,δ(x, z)− n1/2E[λ±1 v±1 − λ∓1 v∓1 ]∣∣∣ = Oτp(1), (3.32)
è äëÿ âñåõ z ∈ Zδ, x ∈ R
Eλ+1 v
+
1 − Eλ−1 v−1 ≤ ρ||z||. (3.33)
Ìû äîêàæåì (3.32) äëÿ T+n,δ(x, z), äëÿ T
−
n,δ(x, z) äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷íî. Áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 1 ≤ l ≤ N èêñèðîâàíî
è x ∈ Al.
àçáèåíèå B+ áóäåì âûáèðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàèêñèðóåì íåêîòîðîå
s > 0, è ïîëîæèì bj := (exp{s(j−1)}−1) äëÿ j ≥ 1. Ïóñòü j 7→ (m1(j), . . . , mq(j))
- òàêàÿ íóìåðàöèÿ N
q, ÷òî max
1≤i≤m
(mi(j)) íå óáûâàåò. Ïîëîæèì äëÿ j = 1, 2, . . .
B+j := {U ∈ R∞ : |d+k,δ(xl,U)| ∈ [bmk(j), bmk(j)+1), k = 1, . . . , q}.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå Uj ∈ Bj , òîãäà äëÿ âñåõ U ∈ B+j ∆+δ (x, z,U) =
∆+δ (x, z,Uj). Ïîëîæèì
∆+δ,j(x, z) := ∆
+
δ (x, z,Uj), r :=
(
∆+δ,1(x, z),∆
+
δ,2(x, z), . . .
)∗
∈ R∞,
f 0(U) = λ(0,U), z0 ≡ 1, fk(U) = h+k,δ(U), k = 1, . . . , q.
Òåïåðü â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 3.2 ìîæíî çàïèñàòü:
T+n,δ(x, z)− n1/2[Eλ+1 v+1 − Eλ−1 Ev−1 ] = n−1/2
q∑
k=0
zk
∞∑
j=1
∑
I{Ξτt−1 ∈ B+j }×
×[fk(Ξτt−1)I{εt ≤ rj} −Efk(Ξτ0)G(rj))] = S0τ0,n(r) +
q∑
k=1
zkS
0τ
k,n(r),
Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè k = 0, 1, . . . , q äëÿ fk âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ i) è ii) òåîðåìû
3.2. Çàìåòèì, ÷òî
∞∑
j=0
(E[fkj (Ξ
τ
0)]
4)1/4 =
∞∑
j=0
(
E[fk(Ξτ0)]
4I{Ξτ0 ∈ B+j }
)1/4
. (3.34)
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Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè (3.34) âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.7. Ïðîâåðèì, ÷òî
âûïîëíåíî åå óñëîâèå ñ Aj = {Ξτ0 ∈ B+j }, η = d+k,δ(xj ,Ξτ0). Ïîëîæèì Mk :=
E[d+k,δ(xl,Ξ
τ
0)]
4+δ,M :=M1 + . . .+Mq,
mmax(j) := max
k≤q
mk(j), kmax(j) := argmax
k≤q
mk(j).
Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà
P (Ξτ0 ∈ B+j ) ≤ P (|d+kmax(j),δ(xl,Ξτ0)| ≥ bmmax(j)) ≤ [bmmax(j)]−4−δMkmax(j),
è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ {bj} è âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ m : N→
N
q
,
∞∑
j=1
[P (Ξτ0 ∈ B+j )]δ/(4+δ) ≤M δ/(4+δ)
∞∑
j=1
[bmmax(j)]
−δ ≤
≤ M δ/(4+δ)
∞∑
m=1
(mq − (m− 1)q)b−δm ≤
≤ M δ/(4+δ)
∞∑
m=1
(mq − (m− 1)q) exp(−δsm) <∞.
Èòàê, â ñèëó ëåììû 3.7 óñëîâèå i) òåîðåìû 3.2 âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì, ÷òî èìååò
ìåñòî ii) (ñ N = exp{s}). Ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîãî âèäà ìíîæåñòâ {B+j } äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ d < 2, L <∞ è ëþáûõ l ∈ N, k = 1, . . . , q
l∑
m=1
(mq − (m− 1)q)bm ≤ Lbdl .
Íî, äåéñòâèòåëüíî, ïðè âñåõ l ∈ N
l∑
m=1
(mq − (m− 1)q)bm ≤
l∑
m=1
(mq − (m− 1)q)bl ≤ lqbl ≤ Lbdl ,
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d > 1, L := max
l∈N
{l−q exp(sl(d − 1))}. Èòàê, óñëîâèÿ
òåîðåìû 3.2 âûïîëíåíû (òðåáóåìîå óñëîâèå íà êîýèöèåíò ñ.ï. âûïîëíåíî
àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê êàæäàÿ èç óíêöèé I{U ∈ B+j }fk(U) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
λ è ∆). Â ñèëó Òåîðåìû 3.2 èìååì
sup
‖z‖≤δ,x∈R
|T+n,δ(x, z)− n1/2E[λ+1 v+1 − λ−1 v−1 ]| ≤
≤ sup
r∈R∞
|S0τ0,n(r)|+ δ
q∑
k=1
sup
r∈R∞
|S0τk,n(r)| = Oτp(1).
Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü (3.32) äîêàçàíà. Ïåðåéäåì ê ñîîòíîøåíèþ (3.33).
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü (3.33) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|Eλ+1 v+1 − Eλ−1 v−1 | ≤ E|λ+1 |[v+1 − v−1 ] + E|λ+1 − λ−1 |v−1 . (3.35)
25
Âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.35) îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé 2E[λ+1 − λ−1 ], ÷òî,
â ñâîþ î÷åðåäü, íå ïðåâîñõîäèò 2‖z‖1
q∑
k=1
E[h+k,δ(Ξ
τ
0) − h−k,δ(Ξτ0)]. Ñîãëàñíî
óñëîâèþ iii), ïîñëåäíÿÿ ñóììà ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêîé
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðîì δ. Îöåíèì òåïåðü ïåðâîå ñëàãàåìîå. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ j = 1, 2, . . ., k = 1, . . . , q è ëþáûõ x ∈ Al, U±j ∈ B±j âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
d±k,δ(x,U
±
j ) ∈ [bmk(j), bmk(j)+1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òåõ æå j, k, x,U± âåðíî, ÷òî
0 ≤ ±(d±k,δ,j(xl)− d±k,δ(x,U±)) ≤ (bmk(j)+1 − bmk(j)). Èìååì:
E|λ+1 |[v+1 − v−1 ] = E|λ+1 |[G(∆+δ (xl, z,Ξτ0))−G(∆−δ (xl, z,Ξτ0))] ≤
≤ E|λ+1 |
∞∑
j=1
[
I{Ξτ0 ∈ B+j }
q∑
k=1
zkd
+
k,δ,j(xl)− I{Ξτ0 ∈ B−j }
q∑
k=1
zkd
−
k,δ,j(xl)
]
≤
≤ ‖z‖∞E|λ+1 |
( ∞∑
j=1
(I{Ξτ0 ∈ B+j }+ I{Ξτ0 ∈ B−j })
q∑
k=1
[bmk(j)+1 − bmk(j)]+
+
q∑
k=1
[d+k,δ(xl,Ξ
τ
0)− d−k,δ(xl,Ξτ0)]
)
≤
≤ ‖z‖∞E|λ+1 |
[
(es − 1)(|d+k,δ(xl,Ξτ0)|+
+|d−k,δ(xl,Ξτ0)|) + [d+k,δ(xl,Ξτ0)− d−k,δ(xl,Ξτ0)]
]
.
(3.36)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.33) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êîýèöèåíò ïðè ‖z‖∞ â
(3.36) ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè s, δ → 0. Ýòî íåñëîæíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå
ii).
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü èêñèðîâàíî íåêîòîðîå
ρ > 0. Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ íåêîòîðîãî δ ñîîòíîøåíèå (3.31)
âûïîëíåíî  z ∈ Zδ. Ïîëîæèì γ := δρ/4. Ïîëîæèì Λ(U) := |λ(0,U)| +
diam(Z)H(U), òîãäà äëÿ âñåõ z ∈ Z è U ∈ R∞ |λ(z,U)| ≤ Λ(U). Ñóùåñòâóþò
α > 0, N è ðàçáèåíèå Z = Z1 ⊔ . . . ⊔ ZN , z1 ∈ Z1, . . . , zN ∈ ZN , à òàêæå
−∞ = x0 < x1 < . . . < xN =∞, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ l, m ≤ N
E sup
Al×Zm
|λ(z,Ξτ0)− λ(zm,Ξτ0)| < γ,
EΛ(Ξτ0) sup
Al×Zm
|G(∆(x, z,Ξτ0))−G(∆(xl, zm,Ξτ0))| < γ,
ãäå Al := (xl−1, xl]. Ïîëîæèì ïðè ëþáûõ 1 ≤ m, l ≤ N, U ∈ R∞ è âñåõ x ∈
Al, z ∈ Zm
λ+(z,U) := sup
z+∈Zm
λ(z+,U), λ
−(z,U) := inf
z−∈Zm
λ(z−,U),
∆+(x, z,U) := sup
Al×Zm
∆(x+, z+,U), ∆
−(x, z,U) := inf
Al×Zm
∆(x−, z−,U).
T±n (x, z) := n
−1/2
∑
λ±(z,Ξτt−1)I{εt ≤ ∆±(x, z,Ξτt−1)}−
−n1/2Eλ∓(z,Ξτ0)G(∆∓(x, z,Ξτ0)).
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Äëÿ êðàòêîñòè ïðèìåì òàêæå λ±m(U) = λ
±(z0,m, U),∆±m,l(U) = ∆
±(xl, z
0,m, U).
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 ≤ m, l ≤ N
T±n (xl, z
0,m)∓ n1/2E[λ+m(Ξτ0)G(∆+m,l(Ξτ0))− λ−m(Ξτ0)G(∆−m,l(Ξτ0))] = Oτp(1). (3.37)
Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ {xl} è {zm}
E[λ+m(Ξ
τ
0)G(∆
+
m,l(Ξ
τ
0))− λ−m(Ξτ0)G(∆−m,l(Ξτ0))] =
= Eλ+m(Ξ
τ
0)[G(∆
+
m,l(Ξ
τ
0))−G(∆−m,l(Ξτ0))]+
+E[λ+m(Ξ
τ
0)− λ−m(Ξτ0)]G(∆−m,l(Ξτ0)) ≤ 2γ + 2γ = 4γ.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (3.37) è îïðåäåëåíèÿ λ±m è ∆
±
m,l,
sup
z∈Z\Zδ,x∈R
(Tn(x, z)± n1/2ρ||z||)∓ ≤ sup
z∈Z\Zδ,x∈R
(T∓n (x, z)± n1/2ρδ)∓ ≤
≤ max
m,l≤N
sup
Al×Zm
(T∓n (xl, z
m)± n1/2ρδ)∓ ≤ max
m,l≤N
n1/2[Eλ±m(Ξ
τ
0)G(∆
±
m,l(Ξ
τ
0))−
−Eλ∓m(Ξτ0)G(∆∓m,l(Ξτ0))± ρδ]∓ +Oτp(1) = Oτp(1).
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